


Semi-continuité inférieure d’une fonctionnelle intégrale

A. BOURrASS, B. FERRAHI & O. KAHLAOUI

Résumé. Dans ce papier on étend en dimension infinie des résultats de Ekeland-
Temam, Toffé et Olech concernant ’étude de la semi-continuité inférieure d’une fonc-
tionnelle intégrale Iy associée a un intégrande normal f. Nous donnons aussi une
propriété de type ”Lower closure theorem” pour les épigraphes et nous établissons
I’équivalence entre une condition de croissance de Olech et la propriété d’équi-
intégrabilité donnée par loffé.

Abstract. In this paper we will extend in infinite dimension some results of
Ekeland-Temam, Ioffé and Olech concerning the study of lower semicontinuity of
an integral functional I; associated to a normal integrand f. We give also a lower
closure theorem for epigraphs and we establish the equivalence between a groth
condition of Olech and the lower compactness proprety given by Ioffé.

Introduction.

La semi-continuité inférieure (s.c.i) des fonctionnelles intégrales sur des espaces intégraux
a été largement étudiée par plusieurs auteurs durant les décennies 70 et 80, E.J.Balder
[2],[3] A.Bourass, A.Fougeres [9], C.Castaing, P.Clausure [10], L.Césari [12],[13] I.Ekeland,
R.Temam [16], A.D.Ioffé [17], C.Olech [20],[21],[22] et d’autres. Tous ces auteurs ont
travaillé en dimension finie: les fonctions considérées sont a valeurs dans un espace de
dimension finie £ = IR".

Dans ce travail, on s’intéresse a la s.c.i fort-faible d’'une fonctionnelle intégrale sur un
couple d’espaces L x M, ou L et M sont des espaces de fonctions a valeurs dans des
espaces de Banach de dimension infinie. Nous reprenons des résultats de [16] et de [17]
et nous suivons de pres leur démarche. Certains arguments clé invoqués par ces auteurs

*Mots clés. Intégrande normal, fonctionnelle intégrale, semi-continuité inférieure, la propriété (Q)
de Césari, équi-intégrabilité. Keywords. Normal integrand, integral functional, lower semicontinuity,
lower closure theorem, equi-integrability.
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(Compacité dans IR" et le théoréme de Carathéodory sur les convexes de IR"™) se sont
avérés inopérants en dimension infinie. Nous avons été amenés a mettre en ceuvre quelques
techniques nouvelles, d’une part en introduisant la notion ”d’équi-coercivité forte locale”
qui nous a permis d’obtenir, dans le cas des épigraphes, une propriété de type ”Lower
closure theorem” [2], [12], [13], [22], et d’autre part en dégageant une méthode de ”scalar-
isation” qui permet d’appliquer le théoreme de Carathéodory en dimension infinie. Dans
la derniere partie nous montrons que les conditions de croissance données par Olech [22]
sont équivalentes a la propriété de compacité donnée par Iofté dans [17].

1 Propriété de type ”Lower closure theorem” pour
les épigraphes.

Dans cette séction on commence par établir des résultats de type ” Lower closure theorem”
(ou propriété (@) de Césari [12]) adaptés aux épigraphes. Ces résultats seront utiles dans
le deuxieme paragraphe. On introduit les définitions et les notations suivantes:

- On dit avec [12] qu'une multiapplication I" d’un métrique (X, d) dans les parties de

Y x IR, ou Y est un espace localement convexe semi-normé, possede la propriété

(Q) en zy € X si:

I(wo) = N@{JI'(x),z € X, d(x,z0) < 5}

>0

- Dans toute la suite X et Y désignent des espaces de Banach séparables, la norme de

X est notée ||.||, Bx(x,7) (resp Bx(z,7)) la boule ouverte (resp fermée ) de centre
x et de rayon 7, Bx = Bx(0,1) et Bx = Bx(0,1) et B(X) la tribue Borelienne de
X.

- On dit qu’une fonction f : X xY — IR est fortement équi-coercive en z, s’il existe

r > 0 tel que:
lim — | inf f(z,y)| =+
llyll—+oo [|y]| [lle—zoll<r

- On dit qu’une fonction f : X x Y — TR est (||.||,0)-s.c.i si elle est semi-continue
inférieurement sur X x Y lorsque X est muni de sa norme et Y de la topologie faible
o(Y,Y"). Elle est dite propre si elle ne prend jamais la valeur —oo et si elle n’est
pas identiquement égale a +o0.

- Pour tout entier N, on note S(N) l’ensemble des suites finies de nombre réels

N
(a;)1<i<n telles que a; > 0 pour tout 1 <i < Net 3 a; = 1.
== i=1

Proposition 1.1 Soit X un espace normé, Y un espace de Banach réflexifet f : X XY —
IR une fonction propre. On suppose que:



i) La fonction f est (||.||,0)-s.c.i.
ii) La fonction f est fortement équi-coercive en xy.

Alors:
@(epif(xo,.)):ﬂ@[ U epif(x,-)}

>0 |fe—sol<e

Preuve. Pour simplifier les notations, on pose:

Ap(xo) = U epif(z,.)

1
le—o]|< L

et, il suffit de montrer que:

Azg) = [ 0Ay(x) C co(epif(wo,.))
pe IN”

L’autre sens étant trivial en prenant x = xy. Soit (yo, Ao) € A(xp). Pour tout p dans IN*,
il existe une suite (Y, p, Anp)n d’éléments de coA,(xy) qui converge vers (yo, Ao). D’apres
un lemme de diagonalisation de Attouch [1], il existe une application p : IN — IN
croissante, telle que:

(40, Ao) = I (Y p(n)> Anp(n))

et pour tout n € IN, on a:
N, € IN*,  3(a!)i<i<n, € S(N,), FieY, N e R, i=1,..N, tel que:

No No
Ynpn) = D Ol Anp(n) = D 4N,
i=1 i=1
avec:
(yfw )\ﬁl) € Apny (o) V1<i<N, Vn € IN.

Par la suite on distinguera deux cas:

16T cas: f > 0. Supposons que (yg, Ao) ¢ co(epif(xo,.)), le théoreme de Hahn-Banach assure
I'existence d’un hyperplan fermé non vertical (car f > 0) qui sépare (yp, Ag) et

co(epif(zo,.)). Autrement dit, il existe une forme affine y' sur Y telle que:
Ao < ' (40) et V' (y) < flzo,y) Vyey
Pour tout n € IN, on considére le sous-ensemble de IR? défini par:

B, = {(yl(y;)a)‘;% =1, 7Nn}

(3)



Il est claire que (¥ (Ynp(n))s Anpn
pour tout n € IN*, Il existe (ﬂ Ji<k<s € S(3) et des indices (ix)k=1,2,3 sélectionnés
de {1,2,...., N,,} tels que:

)) € co(B,,) et d’apres le théoreme de Carathéodory,

Y (Ynp(n Zﬁ’“ "(yi¥) et Z BEN (4)

De plus, comme (y%, \i¥) € A,y (z0), pour tout n € IN* et tout k = 1,2, 3, il existe
rF € X tel que:

1 . :
e, — ol < o F i, yt) < X (5)

D’autre part, si la forme affine ¢’ s’ecrit 4’ = ¢y} +a ot y] € Y et a« € IR, on
pose: ||y'|| = ||v}|| + |a| et "hypothese de forte coercivité implique lexistence d’une
constante M > 1 telle que:

lyll > M implique Fy) > Nyl = o (). (6)

Soit ngy tel que pour tout n > ng et tout k =1,2,3 on a ||z¥ — || < r. Pour k fixé
dans Pensemble {1, 2,3} deux éventualités se présentent:

a. il existe ny > ny tel que Vn > ny on a ||y%*| > M. Dans ce cas (5) et (6)
impliquent y'(y%*) < A% pour tout n > ny,.
b. Vj > ng, In; > j tel que ||yf1’§|| < M, quitte & extraire une sous suite, on peut
supposer que (y*), converge faiblement vers un certain y* € Y. et d’apres (3)
Y (y*) < f(x0,y*) et 'hypothese ii) implique:
lim o' (y) = ¥/ (4") < f(zo,y*) <liminf f(a}, yi¥) < Timinf A}k,

n—o0

Donc y'(y’*) < A a partir d’un certain rang Nj.

Ainsi, dans les deux cas, il existe un entier positif N tel que pour tout n > N et
tout k =1,2,3 on a y/(y*) < A% d’oi:

3 3
3By (i) < Z BhA Vn > N

k=1 k=1

et par passage a la limite, n — 400, on obtient avec (4):
3
y'(y) = lim Z By (:t)

< lim Z B\
n~>ook 1
= A

Ceci contredit la premiere inégalité de (3) et achéve de montrer que (yo, Ag) €

co(epif(xo,.)).
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9IIe cpg. fquelconque. Ce cas se déduit du lemme suivant qui est vérifié sous les mémes
hypotheses que la proposition 1.1.

Lemme 1.2 Soity' une forme linéaire surY x IR et (yo, Ao) € (|0 [ U epif(z, )] .
e>0

[|lz—zo||<e

Alors, il existe une fonction minorée fy : X x Y — IR (dépendant de y',yo et xo) telle
que:

[ <ty et Y (Yo, Ao) <sup{y'(y, ), (y,A) € colepify(vo,.))}

En effet, comme co(epify (x0,.)) C €o(epif(xo,.), alors:

co(epify (zo,.))}

?J,(yo, )\0) )
co(epif(zo,.))}

sup {y'(y,A), (¥, )

< €
< sup{y'(y,A), (A€
La derniére inégalité étant vraie pour tout ¢y’ € Y’ x IR, d’apreés le théorme de Hahn-
Banach on a:

(40, Ao) € Co(epif (w0, .))-

Preuve de lemme 1.2. On pose y' = (v}, A) € (Y x IR)" et on considére I’ensemble:

Bn(yll) = {(y{(y;),)\ﬁl), =1, "7Nn}

Utilisant les mémes techniques que celles du premier cas, on montre que pour tout entier
non nul n, il existe (85)1<x<s € S(3), des indices (ix)r=1.2,3 sélectionés dans l'ensemble
{1,2,...,N,} et des éléments y* € Y, X% € IR, zF € X tels que:

3

yll(yn,p(n)) - Zﬁgyi(y#)
k=1

3
Mipm) = O OuAk
k=1

1 . .
[E o) et f(ak,yx) < A&

Pour k fixé et pour les mémes raisons que dans le premier cas, on a 'une ou l'autre des

éventualités suivantes:

a. lim |ly*|| = +oc et dans ce cas, il existe une constante M > 0 et un entier ny tels
que:
N2 i) 2 vl 2 M n > ny (7)



b. 1l existe une suite extraite, encore notée (y%),, qui converge faiblement vers un
certain y* € Y et alors:

flwo,y") < llm 1nff( koyk) < hm mf)\wc (8)

Soit J I’ensemble des indices défini par:
J = {k € {1,2,3} tel que (%), converge }

Pour € > 0, on pose ¢ = inf {M, flxo,y%) —e, ke J}, d’apres (7) et (8) il existe un
entier N tel que pour tout n > N et tout kK = 1,2,3 on a ¢ < A*. Par la suite, on pose
fy = max(f,c) et on vérifie que:

e a e U epify(z,) Va2 N, Vk=1,2,3

[|z— m0‘|<p(n)

D’autre part, quitte & extraire une sous suite, on peut supposer que la suite ( ﬂky In

converge faiblement dans Y, en effet pour & fixé dans {1, 2, 3} tel que ||y|| tend vers 400,
on a:

0 < BEf(al yix)y < pENE
3

= g = 2 BN

j=1,j#k

3 .

< gy —¢ D B
=Tk

La suite (A, p(n))n étant bornée, il en est de méme de (ﬂr’jf(xfl, yf{“)) :
Et comme:

oAbt = o | )

On en déduit grace a I'hypothese ii) que 3¥||y¥*|| tend vers 0. Finalement, on a:

Y (Yo, o) = lim y (yn,p( s Anp(n))

n—o0

3
— lim (y'l(z Bryi), A Z BAAE)
=1

n—o0

= lim y/( Zﬂk (i, Nik))

n—o0

_ k % i
= nlgnZﬂ (Y55 k)



L’ensemble () o J epify(z,.)| étant convexe fermé dans ¥ x IR, la suite
ne IN” lle—zoll< 57y
3 o
(kzl B (yix, )xﬁf)) converge faiblement vers une limite qui appartiend nécessairement au
= n
meme ensemble. Par conséquent on a:

y,(y(); )\0) < sup y,(ya )‘)7 (y7 )\) € m co U epify’ (.CC, )

ne " \llz—aoll< 55

Quitte a faire une translation, f,, étant minorée, on peut la supposer positive et en
appliquant le résultat du premier cas, on obtient:

ﬂ [&9) U epify(z,.)

= co(epify (zo,.))
ne IN” lle—zoll< 55y
qui donne l'égalité cherchée:
Y (Yo, Ao) <sup{y'(y, A), (¥, A) € colepify (o,.))}-

Remarque 1.3 Sans [’hypothese d’équi-forte coercivité la conclusion de la propositionl.1
n’est pas toujours vraie comme le montre l’exemple suivant [5]
Soit f: IRx IR— IR" la fonction définie par:

Y st <0
fley) =1 & sio 0< |yl <
zy? si 0< 1<yl

On vérifie que f est s.c.i, non équi-fortement coercive en x = 0 et qu’elle ne vérifie pas
l’égalité de la propositionl.1.

Cependant, en absence de I’hypothese d’équi-forte coercivité on a le résultat suivant.

Proposition 1.4 Soit X un espace normé, Y un espace de Banach réflexifet f : X XY —
IR une fonction propre positive et (||.||, o) — s.c.i. On suppose que f(x,.) est convexe pour

tout x € X, alors pour toute fonction h: IR — IRT fortement coercive et tout o € X,
on a:

epif(xm )

[lz—zol||<e

Pry. R(ﬂoﬁ H(y,%h(HyH)), v,NVe U 6pif(x,-)}])



Preuve. Pour tout p € IN*, on note:

Ep(zo) = { (w. A h(lyl),  (w. N e U epif(a,.)

le—ol|< 5

Il suffit de montrer que:

E=Pr, r| [ @Ey)(x0) | Cepif(wo,.)
pe IN”
L’autre sens étant trivial en prenant x = xy. Soit (yo,Ao) € F et gy € IR tel que
(Y0, Ao, o) € COE,(wg) pour tout p € IN*, alors il existe une suite (Ynp, Anp: np),
d’éléments de co (E,(zg)) qui converge fortement vers (yo, Ag,70) et par un lemme de
diagonalisation de Attouch [1], on peut trouver une application croissante p : IN — IN
telle que:

(Y0, Ao:0) = UM (Y p(n)s Ansp(n) Mp(n)) (9)

n—-+o0o
Pour tout n € IN*, on a:
AN, € IN, 3(a})i<icn, € S(Nn), 3(yn, N)i<isn, € U epif(z,.) tels que:

_1
H377$0H<p(n)

Nn . .
=1
Nn . .

Mgy = D_anAy (11)
=1
NTL . . . .

Mp) = D0l oty = h(]ly,ll) (12)
=1

Supposons que (yo, Ag) ¢ epif(xo,.), d’apres le théoréme de Hahn-Banach, il existe 3’ une
forme affine sur Y telle que:

Mo < ' (o) et Y (y) < f(xo,y) VyevY (13)

Introduisons la famille d’ensembles suivante:
Bu(y) ={(' (i), N i),  i=1,.,N,}  Vne N’
d’apres (10), (11) et (12) il est claire que:
(y,(yn,p(n))a Anp(n)s nn,p(n)) € coBn(y')

et le théoreme de Carathedory implique:
H(ﬂﬁ)lgkgz; € 5(4), 3(#2)1§k§4 € R+, 3(U£)1§k§4 € Y, 3(1‘2)1§k§4 € X tels que:

Y (Ynpm) = D Ohvn (14)



Aip(n) = Zﬂkﬂn

k=1

1
||.CCZ—ZC0|| < m et f(.Tﬁ,'Un) <Mn k:1774
D’autre part, la suite (|[vF]]),, ne peut pas tendre vers +oo pour tout les indinces k €
{1,2,3,4}. Sinon la forte coercivité de h et (16) impliqueraient que 1,y tend vers 400
ce qui contredit (9). Alors pour tout entier n et quitte a permuter les indices k, on peut
supposer qu'il existe j, € {1,2,3,4} tel que:

{ oF U(Y—’Y;) vk k=1,.. 7
k _
nl_1£1 lvg]] = 400 k=jn+1,..,4

I1 découle de (16) que:
4
0<m, = > Bh(lval) < Mupw
k=jn+1

Comme:

kgl || ’“II

Les relations (19), (20) et I'hypothese de forte coercivité de h impliquent:

lim BF|lvk|| =0 k=jn+1,..,4

n—+00

On en déduit avec (18) que 3* tend vers 0 pour k = j,+1, ..., 4. De plus on peut supposer
qu’il existe des réels % 1 < k < j, tels que:

Jn
li%nﬁfﬁ:ﬂk Vk=1,.,7, et > pgF=1

Finalement, puisque f est positive et (||.||, 0)-s.c.i, les relations (9), (13), (15), (16), (17),
(18) et (22) impliquent:

in
y'(yo) = lim 3 Z =y' (> gFoF)
k=1

n—-+00

= Z By (vF)

k=1

Jn
Z ﬂkf(%; Uk
k=1

IN

(18)

(19)

(20)

(21)

(22)



IN

n—-+0o

Jn
> B liminf f(2f, v})
k=1

IN

n—-+0o

Jn
> B liminf pf
k=1

< liminf )\n,p(n) = )Xo

n——+00
Ce qui contredit la premiere inégalité de (13) et par conséquent (yo, Ag) € epif(xy,.).

Remarques 1.5 1)Dans le cas ot f n’est pas convexe on a les inclusions suivantes:

co(epif(xy,.)) C E C co(epif(xy,.))

E=Pry, R (ﬂoﬁ H(y,&h(llyll)); (y,A) € H U| epif(%-)}])

2)La propositionl.4 (Sous sa forme non convexe) peut étre utilisée pour démontrer le

cas f > 0 de la propositionl.1, en effet soit (yo,Ao) € () €0 U epif(z,.)| ethla
pe IN" [ Jlo—aoll<2

fonction définie par h(||ly||) = | ian f(z,y). En reprenant les étapes de la démonstration
Tr—xo||<r

de la propositionl.1, au niveau des équations (1) et (2), on a:

Nn - . - - .
(o, do) = lim > 0 (yp, Ny) avee (g, N) € U epif(x,.) Vpe IV
=1

lle—zol <5
Comme lim p(n) = +oo, il eriste N € IN* tel que -~ < r pour tout n > N, et dans
n—+o00 p(n)
ce cas (5) implique:
Nn

Nn - - . .
0<> aph(lynll) = Doy inf  f(z,y,)

=1 =" la—wol|<r
Nn . . .
> al fah, yn)
=1

Nn - -

IRV
2 Ay
1=1

IN

IN

Np
La suite <Z a%AZ) étant convergeante, il existe My > 0 tel que:
i=1

n

Nn . .
S abh(llvil) < M,

=1
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On en déduit qu’il existe ny € IR tel que:

Ny

= nlgrfw; anh(llynl)

Donc:
(y07)\07770) € ﬂm (ya)\a h(||y||))7 (y7 )‘) € U €plf(!1?,)
e>0 [|lz—zo||<e

et grace a la propositionl.4 on a:

(Y0, Ao) € co(epif(xo,.)).

3)Dans le méme ordre d’idée, lorsque la fonction f de la proposition 1.1 n’est pas
nécessairement fortement équi-coercive, on a:

co [epif(xo, )N By, ]R(O,r)] = ﬂ@{ U epif(z,)NB,, IR(O,T)}

e>0 [lz—zol|<e
En effet, on pose:
A= U epif(z,)n By, g0r)
lle—zoll<

Le corollaire (1.3.8) de O.Kahlaoui [18] appliqué a la famille (Ay), qui est décroissante

implique ﬂ C0A, = C0 ﬂ flg , 0U flg désigne l'adhérence de A, pour la topologie
pe IN pe IN
faible o(Y,Y"). Il suffit de montre que:

A= 4 Coolepif(xo.) N By, R(0,7)]
pe IN

L’autre sens étant évident en prenant © = xo. Soit (yo,Ao) € [ A7 et I une forme

pe IN
linéaire continue sur (Y x IR), les mémes techniques utilisées précédement nous permet-

tent de construire des suites (Ynp(n), Anpn))n d’€léments de Y x IR et (xy), dans X, telles

que:
) 1
(Yo, Ao) = nl_l,fjlool(yn,p(n)a An.p(n)) |20 — 2ol < o)
et,
f(xna yn,p(n)) < )‘n,p(n) ||yn,p(n)|| + |)‘n,p(n)| <r

La suite (Ynpn))n (resp.()\nyp(n))n) est bornée, on peut supposer qu’elle converge faiblement
(resp. dans IR) vers un élément zy € Y (resp.pp € IR). On a alors:

f([l?o, ZO) < hmf(xna yn,p(n)) < lim )\n,p(n) = Mo
11



Ou encore:
(20, o) € epif(xg,.) N By . R(07 T)

On a donc:

[(yo, Ao) = U(20, pto) < sup {l(z, 1), (2 p) €colepif(zo,.) N By, RO, 7"))} :

Et le résultat s’obtient par application du théoreme de Hahn-Banach.

2 Semi-continuité inférieure des fonctionnelles
intégrales.

Dans ce paragraphe on généralise en dimension infinie des résultats donnés par Ekeland-

Temam [16], Ioffé [17] et Olech [22] concernant la s.c.i d’une fonctionnelle intégrale.

2.1 Cadre de travail et notations.

X un espace de Banach et on note B(X) la tribue Borelienne de X. (2,4, u) un
espace mesuré, u est une mesure finie, compléte et sans atomes. On note LS (Q, p)
'espace des (classes de) fonctions mesurables, L (Q, u) I'espace des (classes de)
fonctions Bochner intégrables, L (€2, 1) 'espace des (classes de) fonctions bornées.

f:Qx X xY — TR un integrande (i.e: A® B(X) ® B(Y), B( IR)-mesurable)
non partout identique & +oo. Bien entendu la fonction w — f(w, u(w),v(w)) reste
mesurable pour tout u € L% (2, i) et tout v € LY (2, u).

L C LY (Q,pn) et M C Ly (9, 1) deux espaces topologiques décomposables i.e:

(VE € A)Vz1,29 € L (resp.M), on a: (21.xg+22.Xge) € L (resp.M)), ot xg désigne
la fonction qui vaut 1 si w € E et 0 sinon et E¢ désigne le complémentaire de E
dans €2.

les topologies de L et M vérifient les hypotheses fondamentales suivantes:

(Hy) Si (#2k(.))x est une suite d’éléments de L (resp.M) qui converge vers 0 et si
(Ex) est une suite d’ensembles mesurables telle que (u(Ey))y converge vers 0,
alors: (zg.xr,) converge aussi vers 0.

(H,) La topologie de L est plus fine que la topologie de la convergence en mesure.
La topologie de M est plus fine que la topologie induite sur M par la topologie
faible de L (2, p).

12



- A lintégrande f: Q2 x X x Y — IR on associe la fonctionnelle intégrale définie par

Ip: LY () x Ly (Q, 1) — TR telle que:

Jfw ulw),v(@)dp i f(u().0() € LR (2 p)

+0o0 sinon

If(u,v) = {

Le premier résultat principal de ce travail est énoncé dans le sous-paragraphe suivant.

2.2 Extension du théoréme de Ekeland-Temam.

Dans cette partie, nous donnons une extension du théoreme2.1, chap.VIII de Ekeland-
Temam [16] pour des inégrandes définies sur des espace de dimension infinie et a valeurs
non nécessairement positives. Les techniques de [16] sont inopérantes dans ce cas. Nous
avons dégagé des hypotheses suffisantes, vérifiées trivialement dans le cas traité par [16],
qui nous permettent d’atteindre avec une méthode inspirée de [16] la classe d’intégrandes
que nous considérons.

Définition 2.1 On dit que Uintegrande [ vérifie la propriété d’équi-intégrabilité (P.E.I)
sur L x M si la suite {f~ (., ug(.),ve(.)),k € IN} est équi-intégrable dans LIR(Q,M)

i.e lim sup [ f (w,ur(w),vr(w))du =01, ot la suite (ug)p (resp. (vg)g) converge
N(E)‘)Oke INE

dans L (resp. M), If(ug,vi) < a < +0o pour tout k € IN et f~ = min(f,0).

Théoréme 2.2 Soient X,Y deux espaces de Banach séparables, Y réflexif, (2, A, u) et
f comme dans le sous paragraphe 2.1. On suppose en plus que pour presque tout w dans

Q, f vérifie les propriétés suivantes:
i) f(w,.,.) est propre et (||.||,0)-s.c.i sur X x Y.
i) f(w,x,.) est conveze pour tout x € X.

iii) f(w,.,.) est fortement équi-coercive en tout x € X.

w) f vérifie la propriété (P.E.I) sur L% (Q, p) x L-(Q, p) lorsque le premier est muni

de la topologie de la conergence en mesure et le second de la topologie faible.
Alors:
If(u,7) < l%rgi&flf(un,vn)
O,
- uy, converge en mesure vers u dans LY (Q, p)

- v, converge faiblement vers v dans L (2, )

13



La preuve utilise un lemme de Fatou généralisé [23] et la remarque suivante.

Remarque 2.3 Soit f,: Q — IR et oy, > 0 pour k =n,...,N avec n, N € IN. Alors:

|<§ WARE i oul i | 23)

Lemme 2.4 (Fatou généralisé, [23]). Soit (), une suite de fonctions intégrables telle
que {a,;(.), ke EV} est équi-intégrable dans LljR(Q, w), alors:

lérﬂ&f ap(w)dp < lérﬂ&f o (w)dp
0 Q

*

Ou [ représente Uintégrale supérieure définie pour une fonction ¢ non nécessairement
Q

mesurable par:

*

[ o)y = sup { [ V@), mesurable , v < 90}
Q

Q

Preuve. La preuve s’inspire de celle de Ekeland-Temam( [16],p.227-228) moyennant
I'utilisation de la propositionl.1. Nous la reproduisons en mettant en évidence le role de
la propositionl.1, qui a permis I’adaptation de la méthode de [16] a la dimension infinie
et a des fonctions non nécessairement positives. Si l%gligof I¢(up,vy) =400 iln’y arien a
montrer. Sinon, en extrayant une sous suite, on se ramene au cas ou:

lim inf Ir(up,v,) = lm Ip(up,v,) = ¢ < +o00

n—-+00 n—-+o0o

La suite (v,), converge faiblement vers o dans Li.(Q, ), d’apres le lemme de Mazur(
[15], p:416), on peut construire une suite (w,),» de combinaisons convexes qui converge
presque partout vers v c’est a dire:

N N
wy (1) = Z apvp() ou >0 Vk=n',..,N et Z ap =1
k=n k=n

D’autre part la suite (uy,), converge en mesure vers w, alors on peut supposer que u,(w)
converge vers (w) presque partout. Soit w € € tel que:

W (w) = B(w) Un (W) = G(w)
Posant: N
g (w) = Z, g f(w, up(w), vi(w))

14



Pour tout n' € IN, on a:
N
() () € 0| U enif (o). )|
k=n'

Comme ||u,(w) — @(w)|| — 0, alors pour £ > 0 fixé et a partir d'un certain rang, on a:

N _
co| Jepif(w,up(w),.)| < col|l epif(w,uq(w),.)]
k=n' Lg>n’

C co U epif(w,x,.)]

Lz —a(w)||<e
On en déduit:
(wWns (W), gnr (w)) € co [ U epif(w,x, -)]
lz—a(w)ll<e

Par passage a la limite, n’ — 400, on a :

(U( ), hmfggn:( )> € c_{ U epif(w,x,.)}

n' _
llz—u(w)l|<e

et comme ¢ est arbitraire, on obtient:

<v( ) hmJlrnfgn ) € ﬂco[ U epif(w,x,.)]

!
n— e>0 [lz—a(w)||<e

La propositionl.1 et le fait que f est convexe s.c.i impliquent:

(17(w), limirggn/ (w)) € epif(w, u(w),.)

D’ou:
fw, u(w), v(w ))<l1m1nfgn:( )

n/—400

En intégrant les deux membres, on a:

n'—4o00

/f(w,ﬂ(w w))dp < /hmlnfgn dp
)

La remarque 2.3 et la propriété (P.E.I) impliquent que la famille {g;,(.), n' € ]N} est
équi-intégrable dans Ll]R(Q, i) ce qui nous permet d’appliquer le lemme2.4 & (g )p:

/hm inf g (w)dp < lim inf/gn/ (w)du

n’—4o00 n'—4o00

IN

lim inf Z ak/f(w,uk(w),vk)du

n%+ook o

15



t (24) devient:
N
Ir(u,0) <liminf Y aylp(ug, vg) (25)

n%+ook o

Or, le deuxieme memebre de (25) est égal a ¢, en effet 1_15{1 It(uy,vn) = ¢, il existe un
n o0

entier ng tel que:

c—e < If(ug,vp) <c+e VE > ny
Soit:
N
c—e< Zaklf(uk,vk)§c+6 VE > ny
k=n'
Finalement, on a:
N
]f(a, ’I_J) < LlIEingzn’ Oék]f uk(uk, ’Uk) C.

Remarque 2.5 Le théoréeme2.2 est en défaut sans la propriété (P.E.I), comme le montre
l’exemple suivant.

fo:[0,1]x IRx IR— IR définie par: folw,z,y) = y* — 2*
fo vérifie les hypothéses i), ii)et iii) du théoréme, mais iv) est en défaut, en effet soit:

o ]{7\/5 wE[O kz] k wE[O,kz]
“’“(”)_{0 w €], 1] orw) = {0 w €], 1]

Les suites (un)n et (vy)n convergent dans Lig (2, 1) vers 0, majs {fo_(uk, vk), k€ ]N*}
n’est pas équi-intégrable puisque:

kZ)

1
/|f(f (uk, vg)|[dN =1 avec T}, =|0, ﬁ] et A est la mesure de Lebesgue

La conclusion du théoréeme est en défaut puisque:

IfO(O,O) =0 et Ifo(uk,vk) =—-1 Vke IN

2.3 Extension du théoreme de Ioffé en dimension infinie.

On donne une extension en dimension infinie d’un résultat da a loffé [17], le début de notre
démonstration est analogue a celle de Ioffé jusqu’au moment ot il utilise le théoreme de
carathéodory (valable uniquement en dimension finie!). Pour contourner ce point crucial
notre idée est d’utiliser la propositionl.4. On rappelle auparavant une caractérisation de
I'uniforme intégrabilité par la compacité faible et par une propriété de La Vallée Poussin.

2.3.1. Une famille F C L% (€2, u) est uniformément intégrable, si F est bornée et si:

hm sup/||f )||dp =0

16



2.3.2. Si F un sous ensemble de Ll]R(Q,,u), les assertions suivantes sont équivalentes
([14],4.2.1,[16],8.2.1 et[19], 2.22)):

a) F est uniformement intégrable.
b) F est relativement faiblement compact.

¢) Il existe une fonction h : IRT — IR croissante convexe s.c.i et fortement
coercive telle que:

JEE(DLTES vf e F.

On peut a présent énoncer le deuxieme résultat principal de ce travail.

Théoréme 2.6 Soient X,Y deuz espaces de Banach séparables, Y réflexif, L C L (2, i)
et M C Ly (Q, p) deuz espaces topologiques décomposables (i.e: uy.xa + uz.xa\a € M
(resp. L) pour tout uy, us dans M (resp. L) et xa la fonction indicatrice de A) et
vérifiant les hypotheéses (Hy) et (Hs), si en plus on suppose que, pour presque tout w € €,
on a:

i) f(w,.,.) est(||.|l,0)-s.c.isur X xY.
i) f(w,x,.) est conveze pour tout x € X.

Alors:

a) Une condition nécessaire pour que Iy soit s.c.i sur LxM et a valeurs dans |—o0, +00]
est que f vérifie la propriété (P.E.I).

b) S’il existe (u,v) € L x M tel que I;(u,v) < 400, alors cette condition est suffisante.

Preuve. La démonstration de la condition nécessaire est identique en tout point a celle
de Ioffé. Nous 'omettons et renvoyons le lecteur a ( [17], p:529.530).
Montrons que la condition est suffisante. Supposons qu’il existe u € L et v € M tels que
It(u,7) < +oo et supposons que f vérifie la propriété (P.E.I) sur L x M. Soit v € L,
veEMet E={weQ, f(w,uw),v(w))<O0}, dapres la propriété de décomposabilité de
L et M on a:

U =u.xXg+ UxXpe €L et U=v.Xg +0.Xpec €M

et,

Ii(i,0) = [ flw,uw) v@)dp+ [ flw,aw),5w))dp

IA
—
g
€
I
£
=
E

< Iy(u,0)



La propriété (P.E.I) implique que [ f~(w,u(w),v(w))dp > —oo et donc If(L x M) €
0

] — oo, +00].

Soit (u, vg)x une suite d’éléments de L x M qui converge vers (u,v) et telle que, pour tout

entier k, on a [ f(w,ug(w), vk(w))dp < a < +oo. Il suffit de montrer que I;(u,v) < a.
)

On distinguera deux cas:

1" cas: f > 0.

Utilisant ’hypothese (H,) et la caractérisation 2.3.2 on peut trouver une fonction positive
croissante h, : IRT — IR™ telle que:

lim o (T)

T—+00 T

=400 et /h0(||vk(w)||)du§1 VE=1,2, ..
Q

Soit A : IRT — IR une autre fonction croissante (par exemple h(T) = \/ThO(T)) telle
que:

Posons:
hi(§) = inf {ho(7), h(7) =&} et &k(w) = h([[ve(w)])

h, est positive croissante et vérifie encore:

T—+00 T
De plus pour tout £k =1, 2, ...

[ m(e@)dn =

Q

IN

Par conséquent, et cela en vertu de 3.2.2, la suite{¢(.), k € IN} est faiblement rela-
tivement compacte dans LIIR(Q, 1), et d’apres le lemme de Mazur( [15], p:416), il existe
une suite de combinaison convexes de (vg, &) qui converge fortement dans Ly (2, i) x
Ll]R(Q,,u). Autrement dit, pour tout entier j il existe V; € IN, une suite (ay;)i<i<n; €
S(N;), une suite (k;); d’'indices vérifiant k; < k; + N; < k; 1 tels que:

N; )
yi(w) = aivp+i(w) =3 v € Ly (Q, p)
1=1

N; ‘
ni(w) = €,+i(w) X ne Ll]R(Q, 1)
im1
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Quitte a extraire une sous suite, on peut supposer que (y], 77]) converge presque partout
sur €2, posons:

Nj
w) = i f (W, uk+i (W), vk 4i (W) (32)
i=1
Comme f est positive, on a:
Aj(w) >0 ppp et /)\j(w) <a k=1,2,.. (33)
Q
Montrons que:
flw,u(w),v(w)) < ligjnf)\j(w) (34)
j o0

Ce qui impliquerait en utilisant le lemme de Fatou généralisé2.4, applicable grace a (33),
la s.c.i de I;. En effet 'hypothese (H;) implique que (uy), converge en mesure vers u, et
par conséquent elle converge presque partout dans €2. Fixons w € 2 tel que:

lim ug(w) = u(w), lim y;(w) = v(w), lim 7n;(w) =n(w).

k—+o0 Jj—+oo j—+o0

D’apres (27), (30), (31) et (32), on a:
(45(w), Aj(w), mi(w)) = za (0,4 (@), £ (@, ey 45(@), vk, 45(@) ), €y 1a(w))

< CO{('Z7 v, h([[2])),  (2,v) € Ljepif(w,uij(W),-)}

i=1
Comme Ein ||tun(w) —u(w)|| = 0, pour tout € > 0 et a partir d’un certain rang jo, on a:
n o0
Nj
Uepif(w, up;1i(w),.) C U epif(w, ug(w),.)
=1 q>kj

C U €pif(W,.T,-)

llz—u(w)ll<e

(yj(w)akj(w),m(w))660{(2,V,h(||2|l)), (zve U epif(w,:r,-)}

llz—u(w)l|<e

e > 0 étant quelconque et par passage a la limite lorsque 7 — +00, on a:
(v( ), lim inf \; (w > € ﬂco{ z, v, h(|2), (z,v) € | epif(w,x,.)}
e e>0 lo—u(w)ll<e
par conséquent:

< (w), lim inf \;(w )> € Pry ]Rﬂ@{(z, v, h(|z]), (z,v) € epif(w,x,.)}

Jotes >0 llz—u(w)||<e
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Finalement, la proposition 1.4 appliquée a la fonction f(w,.,.) donne:
liminf \; ' .
(v(w), lim inf A;(w)) € epif(w, u(w), )

Ou encore:

f(w,u(w),v(w)) < liminf \;(w)

J—+oo
Qui est la relation (34) et acheve la démonstration du cas f positive.

9CIME (g f quelconque.

Le cas f quelconque se ramene au cas f bornée inférieurement et par translation au cas
f >0, en posant fy(w,z,y) = max(f(w,z,y),—N). La démonsration donné dans [17]
reste valable en dimension infinie, nous ne la reproduisons pas ici.

Dans la suite, nous considérons le cas particulier L = L% (Q, ) muni de la topologie
de la norme et M = L} (Q, 1) muni de la topologie faible. La proposition suivante car-
actérise la propriété (P.E.T) sur L (Q, i) x Ly (Q, 1). Nous démontrons ainsi I’équivalence
entre les conditions données respectivement par Ioffé [17] et Olech [22]

Proposition 2.7 Soit X etY deux espaces de Banach séparables, considérons les asser-
tions sutvantes:

i) il existe M € IRY et v € LllR(Q,,u) tels que:
flw,z,y) 2 elw) = M([l]| + [lyl), V(w,7,y) € 2x X XY,

ii) f vérifie la propriété (P.E.I).
alors, on a:
1) i)= ii)
2) S’il existe (u,v) € Ly (2, u) x LL-(Q, p) tel que [ f(w,u(w),v(w))du < +oo, alors
les deux assertions sont équivalentes. N
Preuve. Supposons i) et soit (uy), (resp. (v,),) une suite convergeante d’éléments de

L5 (Q, p)(resp. Ly (2, p)) tels que Ip(ug,vg) < a < +o0o pour tout entier k. Les suites
(tn)n €t (v,), sont équi-intégrables et pour E € A posons:

Elc = {w € E, f(wauk(w)avk(w)) < 0}

[ 1 @ om@)o@)ldn = = [ fe,uw), mw)d

E

IN

M([ @)l + [ Joe@)lid) + [ la(w)ldp
20



On en conclut que f vérifie la propriété (P.E.T) sur L (Q, u) x Ly (Q, p).

Pour l'implication inverse on s’inspere d’un argument utilisé par Olech [22]. La pro-
priété (P.E.I) implique évidement que ’ensemble {f~(., ux(.),vx(.)), k € IN} est équi-
intégrable lorsque les espaces X et Y sont muni de leurs topologies de la norme.

On pose Z = X x Y et on considére 'espace L, (2, u) = LY (Q, p) x L3 (Q, p).

Par hypothese il existe z = (u,7) € LL(Q, u) tel que [ f(w,z(w))dp € TR, il suffit de
montrer qu’il existe un entier kg tel que la fonction of,i(w) = erelg(f(w,z) + k||z]|) soit
intégrable.

Supposons au contraire que [ oy (w)dy = —oo pour tout £ € IN*. Alors pour tout entier
Q

kil existe Ay € A, p(Ag) < 1 et une fonction intégrable ¢y (.) définie sur Ay telle que:

Vw € Ay, opw) +1< gpw) <0 et / or(w)dp < —1
Ap

En effet, on a:
(0w) + D = [ (o(w) + 1)dp = —oc
{ap<—1} Q
Comme /1 est supposée sans atomes et ;(£2) < oo, il existe une partition finie (A4,)1<p<m
de {w € Q, ai(w) < —1} telle que pour tout entier 1 < p < m, on a pu(A4,) < %. De plus
(36) implique qu’il existe un entier ky € {1,2,...,m} tel que [ (ay,(w)+1) = —o0

ko
D’autre part, d’apres le théoreme de convergence monotone, on a:

—00 = / (atho (w) +1)dp = lim / (max(ay, (w) +1,—n))dp

n—oo
Ak Agg

/ (max(ag, (W) + 1, —n))dy < —1

Agg

a partir d’un certain rang ng. Posons alors ¢g(.) = max(ag(.) + 1, —nyg).
Soit a présent la multiapplication ['y définie sur A, par:

Tp(w)={2€ 2, [flw,2) +klz]| < pr(w)}

[y est a valeurs finie et A ® B(X)-mesurable, alors d’apres le théoreme de sélection
mesurable de Aumman [11], il existe z : Ay, — Z telle que:

flw, ze(w)) + k2] < @r(w) ft p psur Ay
En outre, puisque 1 est supposée sans atomes, il existe A, C Ay, tel que J 2k (w)]ldp < %

Ag,
En posant Z; = zx.x 1, + Zk-Xa¢ pour tout £ € IN, on a:

e =2l = [ llaew) = 2()lld
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Comme fi(Ay) < ¢, la derniére inégalité montre que 2, ~— 2
D’autre part, se référant a (35)et (37), on a:

J F@z@)dn < [ (o) = Kla)ld

Ag
< [ @~ [ Kllzew)lldn
Ag, Ak

< -1 "
D’ou:
Lz = [ f(w,zk<w>>du+A/ (@, 2(w))dp
< L(a) + [ 1w, 25w))ldu
< 400
et:

J 1 @ a@)ldn = = [ @ aw)dp =1
Ak: Ak
Ce qui contredit le fait que f vérifie la propriété (P.E.I) sur L, (Q, p).

Comme conséquence de la proposition2.7 et du théoreme2.6, on obtient une extension
en dimension infinie du théoreme (1)de Olech [22]. E.J.Balder démontre dans [3] le méme
résultat par des méthodes differents.

Théoreme 2.8 Soit X et Y deux espaces de Banach séparables, Y réflexif. Supposons
qu’il eziste (ug,vo) € LY (2, u) x LL(Q, ) tel que [ f(w,uo(w),vo(w))dp < oo, alors les
Q

assertions sutvantes sont équivalentes:

i) Il existe un réel positif M et une fonction intégrable «(.) tels que:

flw,z,y) 2 alw) = M([l]| + [lyl), V(w,z,y) € 2 x X x Y.

i) Iy est s.c.i sur L (2, p) x Ly (Q, ) et est a valeurs dans | — 0o, +00].
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