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Semi-continuit�e inf�erieure d'une fonctionnelle int�egrale

A. Bourass, B. Ferrahi & O. Kahlaoui

R�esum�e. Dans ce papier on �etend en dimension in�nie des r�esultats de Ekeland-

Temam, Io��e et Olech concernant l'�etude de la semi-continuit�e inf�erieure d'une fonc-

tionnelle int�egrale If associ�ee a un int�egrande normal f . Nous donnons aussi une

propri�et�e de type "Lower closure theorem" pour les �epigraphes et nous �etablissons

l'�equivalence entre une condition de croissance de Olech et la propri�et�e d'�equi-

int�egrabilit�e donn�ee par Io��e.

Abstract. In this paper we will extend in in�nite dimension some results of

Ekeland-Temam, Io��e and Olech concerning the study of lower semicontinuity of

an integral functional If associated to a normal integrand f . We give also a lower

closure theorem for epigraphs and we establish the equivalence between a groth

condition of Olech and the lower compactness proprety given by Io��e.

Introduction.

La semi-continuit�e inf�erieure (s.c.i) des fonctionnelles int�egrales sur des espaces int�egraux

a �et�e largement �etudi�ee par plusieurs auteurs durant les d�ecennies 70 et 80, E.J.Balder

[2],[3] A.Bourass, A.Foug�eres [9], C.Castaing, P.Clausure [10], L.C�esari [12],[13] I.Ekeland,

R.Temam [16], A.D.Io��e [17], C.Olech [20],[21],[22] et d'autres. Tous ces auteurs ont

travaill�e en dimension �nie: les fonctions consid�er�ees sont �a valeurs dans un espace de

dimension �nie E = IRn.

Dans ce travail, on s'int�eresse �a la s.c.i fort-faible d'une fonctionnelle int�egrale sur un

couple d'espaces L � M , o�u L et M sont des espaces de fonctions �a valeurs dans des

espaces de Banach de dimension in�nie. Nous reprenons des r�esultats de [16] et de [17]

et nous suivons de pr�es leur d�emarche. Certains arguments cl�e invoqu�es par ces auteurs

�Mots cl�es. Int�egrande normal, fonctionnelle int�egrale, semi-continuit�e inf�erieure, la propri�et�e (Q)

de C�esari, �equi-int�egrabilit�e. Keywords. Normal integrand, integral functional, lower semicontinuity,

lower closure theorem, equi-integrability.
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(Compacit�e dans IRn et le th�eor�eme de Carath�eodory sur les convexes de IRn) se sont

av�er�es inop�erants en dimension in�nie. Nous avons �et�e amen�es �a mettre en �uvre quelques

techniques nouvelles, d'une part en introduisant la notion "d'�equi-coercivit�e forte locale"

qui nous a permis d'obtenir, dans le cas des �epigraphes, une propri�et�e de type "Lower

closure theorem" [2], [12], [13], [22], et d'autre part en d�egageant une m�ethode de "scalar-

isation" qui permet d'appliquer le th�eor�eme de Carath�eodory en dimension in�nie. Dans

la derni�ere partie nous montrons que les conditions de croissance donn�ees par Olech [22]

sont �equivalentes �a la propri�et�e de compacit�e donn�ee par Io��e dans [17].

1 Propri�et�e de type "Lower closure theorem" pour

les �epigraphes.

Dans cette s�ection on commence par �etablir des r�esultats de type "Lower closure theorem"

( ou propri�et�e (Q) de C�esari [12]) adapt�es aux �epigraphes. Ces r�esultats seront utiles dans

le deuxi�eme paragraphe. On introduit les d�e�nitions et les notations suivantes:

- On dit avec [12] qu'une multiapplication � d'un m�etrique (X; d) dans les parties de

Y � IR, o�u Y est un espace localement convexe semi-norm�e, poss�ede la propri�et�e

(Q) en x0 2 X si:

�(x0) =
\
Æ>0

co
n[

�(x); x 2 X; d(x; x0) < Æ
o

- Dans toute la suite X et Y d�esignent des espaces de Banach s�eparables, la norme de

X est not�ee k:k, BX(x; r) (resp �BX(x; r)) la boule ouverte (resp ferm�ee ) de centre

x et de rayon r, BX = BX(0; 1) et �BX = �BX(0; 1) et B(X) la tribue Borelienne de

X.

- On dit qu'une fonction f : X �Y ! IR est fortement �equi-coercive en x0 s'il existe

r > 0 tel que:

lim
kyk!+1

1

kyk

"
inf

kx�x0k<r
f(x; y)

#
= +1

- On dit qu'une fonction f : X � Y ! IR est (k:k; �)-s.c.i si elle est semi-continue

inf�erieurement sur X�Y lorsque X est muni de sa norme et Y de la topologie faible

�(Y; Y 0). Elle est dite propre si elle ne prend jamais la valeur �1 et si elle n'est

pas identiquement �egale �a +1.

- Pour tout entier N , on note S(N) l'ensemble des suites �nies de nombre r�eels

(ai)1�i�N telles que ai � 0 pour tout 1 � i � N et
NP
i=1

ai = 1.

Proposition 1.1 Soit X un espace norm�e, Y un espace de Banach r�e
exif et f : X�Y !
IR une fonction propre. On suppose que:
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i) La fonction f est (k:k; �)-s.c.i.

ii) La fonction f est fortement �equi-coercive en x0.

Alors:

co(epif(x0; :)) =
\
">0

co

2
4 [
kx�x0k<"

epif(x; :)

3
5

Preuve. Pour simpli�er les notations, on pose:

Ap(x0) =
[

kx�x0k<
1
p

epif(x; :)

et, il suÆt de montrer que:

A(x0) =
\

p2 IN
�

coAp(x0) � co(epif(x0; :))

L'autre sens �etant trivial en prenant x = x0. Soit (y0; �0) 2 A(x0). Pour tout p dans IN�,

il existe une suite (yn;p; �n;p)n d'�el�ements de coAp(x0) qui converge vers (y0; �0). D'apr�es

un lemme de diagonalisation de Attouch [1], il existe une application p : IN ! IN

croissante, telle que:

(y0; �0) = lim
n!1

(yn;p(n); �n;p(n)) (1)

et pour tout n 2 IN, on a:

9Nn 2 IN�; 9(�in)1�i�Nn
2 S(Nn); 9yin 2 Y; 9�in 2 IR; i = 1; :::; Nn tel que:

yn;p(n) =
NnX
i=1

�iny
i
n �n;p(n) =

NnX
i=1

�in�
i
n (2)

avec:

(yin; �
i
n) 2 Ap(n)(x0) 8 1 � i � Nn 8n 2 IN:

Par la suite on distinguera deux cas:

1er cas: f � 0. Supposons que (y0; �0) =2 co(epif(x0; :)), le th�eor�eme de Hahn-Banach assure

l'existence d'un hyperplan ferm�e non vertical (car f � 0) qui s�epare (y0; �0) et

co(epif(x0; :)). Autrement dit, il existe une forme aÆne y0 sur Y telle que:

�0 < y0(y0) et y0(y) < f(x0; y) 8y 2 Y (3)

Pour tout n 2 IN, on consid�ere le sous-ensemble de IR2 d�e�ni par:

Bn =
n
(y0(yin); �

i
n); i = 1; :::; Nn

o
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Il est claire que (y0(yn;p(n)); �n;p(n)) 2 co(Bn) et d'apr�es le th�eor�eme de Carath�eodory,

pour tout n 2 IN�, Il existe (�kn)1�k�3 2 S(3) et des indices (ik)k=1;2;3 s�electionn�es

de f1; 2; ::::; Nng tels que:

y0(yn;p(n)) =
3X

k=1

�kny
0(yikn ) et �n;p(n) =

3X
k=1

�kn�
ik
n (4)

De plus, comme (yikn ; �
ik
n ) 2 Ap(n)(x0), pour tout n 2 IN� et tout k = 1; 2; 3, il existe

xkn 2 X tel que:

kxkn � x0k �
1

p(n)
et f(xkn; y

ik
n ) � �ikn (5)

D'autre part, si la forme aÆne y0 s'ecrit y0 = y01 + � o�u y01 2 Y 0 et � 2 IR, on

pose: ky0k = ky01k+ j�j et l'hypoth�ese de forte coercivit�e implique l'existence d'une

constante M > 1 telle que:

kyk > M implique f(x; y) � ky0kkyk � y0(y): (6)

Soit n0 tel que pour tout n � n0 et tout k = 1; 2; 3 on a kxkn � x0k � r. Pour k �x�e

dans l'ensemble f1; 2; 3g deux �eventualit�es se pr�esentent:

a. il existe nk � n0 tel que 8n � nk on a kyikn k � M . Dans ce cas (5) et (6)

impliquent y0(yikn ) � �ikn pour tout n � nk.

b. 8j > n0, 9nj > j tel que kyiknjk < M , quitte �a extraire une sous suite, on peut

supposer que (yikn )n converge faiblement vers un certain yk 2 Y . et d'apr�es (3)
y0(yk) < f(x0; y

k) et l'hypoth�ese ii) implique:

lim
n!1

y0(yikn ) = y0(yk) < f(x0; y
k) � lim inf

n!1
f(xkn; y

ik
n ) � lim inf

n!1
�ikn :

Donc y0(yikn ) � �ikn �a partir d'un certain rang Nk.

Ainsi, dans les deux cas, il existe un entier positif N tel que pour tout n � N et

tout k = 1; 2; 3 on a y0(yikn ) � �ikn d'o�u:

3X
k=1

�kny
0(yikn ) �

3X
k=1

�kn�
ik
n 8n � N

et par passage �a la limite, n! +1, on obtient avec (4):

y0(y0) = lim
n!1

3X
k=1

�kny
0(yikn )

� lim
n!1

3X
k=1

�kn�
ik
n

= �0

Ceci contredit la premi�ere in�egalit�e de (3) et ach�eve de montrer que (y0; �0) 2
co(epif(x0; :)).
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2�eme cas: fquelconque. Ce cas se d�eduit du lemme suivant qui est v�eri��e sous les mêmes

hypoth�eses que la proposition 1.1.

Lemme 1.2 Soit y0 une forme lin�eaire sur Y � IR et (y0; �0) 2
\
">0

co

2
4 [
kx�x0k<"

epif(x; :)

3
5.

Alors, il existe une fonction minor�ee fy0 : X � Y ! IR (d�ependant de y0; y0 et x0) telle

que:

f � fy0 et y0(y0; �0) � sup fy0(y; �); (y; �) 2 co(epify0(x0; :))g

En e�et, comme co(epify0(x0; :)) � co(epif(x0; :), alors:

y0(y0; �0) � sup fy0(y; �); (y; �) 2 co(epify0(x0; :))g
� sup fy0(y; �); (y; �) 2 co(epif(x0; :))g

La derni�ere in�egalit�e �etant vraie pour tout y0 2 Y 0 � IR, d'apr�es le th�eor �me de Hahn-

Banach on a:

(y0; �0) 2 co(epif(x0; :)):

Preuve de lemme 1.2. On pose y0 = (y01; �) 2 (Y � IR)0 et on consid�ere l'ensemble:

Bn(y
0
1) =

n
(y01(y

i
n); �

i
n); i = 1; ::; Nn

o

Utilisant les mêmes techniques que celles du premier cas, on montre que pour tout entier

non nul n, il existe (�kn)1�k�3 2 S(3), des indices (ik)k=1;2;3 s�election�es dans l'ensemble

f1; 2; :::; Nng et des �el�ements yikn 2 Y , �ikn 2 IR, xkn 2 X tels que:

y01(yn;p(n)) =
3X

k=1

�kny
0
1(y

ik
n )

�n;p(n) =
3X

k=1

�kn�
ik
n

kxkn � x0k �
1

p(n)
et f(xkn; y

ik
n ) � �ikn

Pour k �x�e et pour les mêmes raisons que dans le premier cas, on a l'une ou l'autre des

�eventualit�es suivantes:

a. lim
n!1

kyikn k = +1 et dans ce cas, il existe une constante M > 0 et un entier nk tels

que:

�ikn � f(xkn; y
ik
n ) � kyikn k �M 8n � nk (7)
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b. Il existe une suite extraite, encore not�ee (yikn )n, qui converge faiblement vers un

certain yk 2 Y et alors:

f(x0; y
k) � lim inf

n!1
f(xkn; y

ik
n ) � lim inf

n!1
�ikn (8)

Soit J l'ensemble des indices d�e�ni par:

J =
n
k 2 f1; 2; 3g tel que (yikn )n converge

o

Pour " > 0, on pose c = inf
n
M; f(x0; y

k)� "; k 2 J
o
, d'apr�es (7) et (8) il existe un

entier N tel que pour tout n � N et tout k = 1; 2; 3 on a c � �ikn . Par la suite, on pose

fy0 = max(f; c) et on v�eri�e que:

(yikn ; �
ik
n ) 2

[
kx�x0k�

1
p(n)

epify0(x; :) 8n � N; 8k = 1; 2; 3

D'autre part, quitte �a extraire une sous suite, on peut supposer que la suite (
3P

k=1

�kny
ik
n )n

converge faiblement dans Y , en e�et pour k �x�e dans f1; 2; 3g tel que kyikn k tend vers +1,

on a:

0 � �knf(x
k
n; y

ik
n ) � �kn�

ik
n

= �n;p(n) �
3X

j=1;j 6=k

�jn�
ij
n

� �n;p(n) � c
3X

j=1;j 6=k

�jn

La suite (�n;p(n))n �etant born�ee, il en est de même de
�
�knf(x

k
n; y

ik
n )
�
n
.

Et comme:

�knf(x
k
n; y

ik
n ) = �knkyikn k

f(xkn; y
ik
n )

kyikn k
On en d�eduit grâce �a l'hypoth�ese ii) que �knkyikn k tend vers 0. Finalement, on a:

y0(y0; �0) = lim
n!1

y0(yn;p(n); �n;p(n))

= lim
n!1

(y01(
3X

k=1

�kny
ik
n ); �

3X
k=1

�kn�
ik
n )

= lim
n!1

y0(
3X

k=1

�kn(y
ik
n ; �

ik
n ))

= y0( lim
n!1

3X
k=1

�kn(y
ik
n ; �

ik
n ))
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L'ensemble
\

n2 IN
�

co

0
B@ [
kx�x0k�

1
p(n)

epify0(x; :)

1
CA �etant convexe ferm�e dans Y � IR, la suite

�
3P

k=1

�kn(y
ik
n ; �

ik
n )

�
n

converge faiblement vers une limite qui appartiend n�ecessairement au

même ensemble. Par cons�equent on a:

y0(y0; �0) � sup

8><
>:y0(y; �); (y; �) 2

\
n2 IN

�

co

0
B@ [
kx�x0k�

1
p(n)

epify0(x; :)

1
CA
9>=
>;

Quitte �a faire une translation, fy0 �etant minor�ee, on peut la supposer positive et en

appliquant le r�esultat du premier cas, on obtient:

\
n2 IN

�

co

0
B@ [
kx�x0k�

1
p(n)

epify0(x; :)

1
CA = co(epify0(x0; :))

qui donne l'�egalit�e cherch�ee:

y0(y0; �0) � sup fy0(y; �); (y; �) 2 co(epify0(x0; :))g :

Remarque 1.3 Sans l'hypoth�ese d'�equi-forte coercivit�e la conclusion de la proposition1.1

n'est pas toujours vraie comme le montre l'exemple suivant [5]:

Soit f : IR� IR! IR+ la fonction d�e�nie par:

f(x; y) =

8>><
>>:
y2 si x � 0
1
x

si 0 � jyj < 1
x

xy2 si 0 < 1
x
< jyj

On v�eri�e que f est s.c.i, non �equi-fortement coercive en x = 0 et qu'elle ne v�eri�e pas

l'�egalit�e de la proposition1.1.

Cependant, en absence de l'hypoth�ese d'�equi-forte coercivit�e on a le r�esultat suivant.

Proposition 1.4 Soit X un espace norm�e, Y un espace de Banach r�e
exif et f : X�Y !
IR une fonction propre positive et (k:k; �)�s:c:i. On suppose que f(x; :) est convexe pour

tout x 2 X, alors pour toute fonction h : IR+ ! IR+ fortement coercive et tout x0 2 X,

on a:

epif(x0; :) = Pr
Y� IR

0
@\
">0

co

2
4
8<
:(y; �; h(kyk)); (y; �) 2

[
kx�x0k<"

epif(x; :)

9=
;
3
5
1
A
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Preuve. Pour tout p 2 IN�, on note:

Ep(x0) =

8><
>:(y; �; h(kyk)); (y; �) 2

[
kx�x0k<

1
p

epif(x; :)

9>=
>;

Il suÆt de montrer que:

E = Pr
Y� IR

0
B@ \
p2 IN�

coEp(x0)

1
CA � epif(x0; :)

L'autre sens �etant trivial en prenant x = x0. Soit (y0; �0) 2 E et �0 2 IR tel que

(y0; �0; �0) 2 coEp(x0) pour tout p 2 IN�, alors il existe une suite (yn;p; �n;p; �n;p)n
d'�el�ements de co (Ep(x0)) qui converge fortement vers (y0; �0; �0) et par un lemme de

diagonalisation de Attouch [1], on peut trouver une application croissante p : IN ! IN

telle que:

(y0; �0; �0) = lim
n!+1

(yn;p(n); �n;p(n); �n;p(n)) (9)

Pour tout n 2 IN�, on a:

9Nn 2 IN; 9(�in)1�i�Nn
2 S(Nn); 9(yin; �in)1�i�Nn

2
[

kx�x0k<
1

p(n)

epif(x; :) tels que:

yn;p(n) =
NnX
i=1

�iny
i
n (10)

�n;p(n) =
NnX
i=1

�in�
i
n (11)

�n;p(n) =
NnX
i=1

�in�
i
n o�u �in = h(kyink) (12)

Supposons que (y0; �0) =2 epif(x0; :), d'apr�es le th�eor�eme de Hahn-Banach, il existe y0 une

forme aÆne sur Y telle que:

�0 < y0(y0) et y0(y) < f(x0; y) 8y 2 Y (13)

Introduisons la famille d'ensembles suivante:

Bn(y
0) =

n
(y0(yin); �

i
n; �

i
n); i = 1; :::; Nn

o
8n 2 IN�

d'apr�es (10), (11) et (12) il est claire que:�
y0(yn;p(n)); �n;p(n); �n;p(n)

�
2 coBn(y

0)

et le th�eor�eme de Carath�edory implique:

9(�kn)1�k�4 2 S(4); 9(�kn)1�k�4 2 IR+; 9(vkn)1�k�4 2 Y; 9(xkn)1�k�4 2 X tels que:

y0(yn;p(n)) =
4X

k=1

�knv
k
n (14)
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�n;p(n) =
4X

k=1

�kn�
k
n (15)

�n;p(n) =
4X

k=1

�knh(kvknk) (16)

kxkn � x0k �
1

p(n)
et f(xkn; v

k
n) � �kn k = 1; :::; 4 (17)

D'autre part, la suite (kvknk)n ne peut pas tendre vers +1 pour tout les indinces k 2
f1; 2; 3; 4g. Sinon la forte coercivit�e de h et (16) impliqueraient que �n;p(n) tend vers +1
ce qui contredit (9). Alors pour tout entier n et quitte �a permuter les indices k, on peut

supposer qu'il existe jn 2 f1; 2; 3; 4g tel que:
8<
: vkn

�(Y;Y 0)�! vk k = 1; :::; jn

lim
n!+1

kvknk = +1 k = jn + 1; :::; 4
(18)

Il d�ecoule de (16) que:

0 � �0n =
4X

k=jn+1

�knh(kvknk) � �n;p(n) (19)

Comme:

�0n =
4X

k=jn+1

�knkvknk
h(kvknk)
kvknk

(20)

Les relations (19), (20) et l'hypoth�ese de forte coercivit�e de h impliquent:

lim
n!+1

�knkvknk = 0 k = jn + 1; :::; 4 (21)

On en d�eduit avec (18) que �kn tend vers 0 pour k = jn+1; :::; 4. De plus on peut supposer

qu'il existe des r�eels �k 1 � k � jn tels que:

lim
n
�kn = �k 8k = 1; ::; jn et

jnX
k=1

�k = 1 (22)

Finalement, puisque f est positive et (k:k; �)-s.c.i, les relations (9), (13), (15), (16), (17),
(18) et (22) impliquent:

y0(yo) = lim
n!+1

y0(
4X

k=1

�knv
k
n) = y0(

jnX
k=1

�kvk)

=
jnX
k=1

�ky0(vk)

�
jnX
k=1

�kf(x0; v
k)

9



�
jnX
k=1

�k lim inf
n!+1

f(xkn; v
k
n)

�
jnX
k=1

�k lim inf
n!+1

�kn

� lim inf
n!+1

�n;p(n) = �0

Ce qui contredit la premi�ere in�egalit�e de (13) et par cons�equent (y0; �0) 2 epif(x0; :).

Remarques 1.5 1)Dans le cas o�u f n'est pas convexe on a les inclusions suivantes:

co(epif(x0; :)) � E � co(epif(x0; :))

avec:

E = Pr
Y� IR

0
@\
">0

co

2
4
8<
:(y; �; h(kyk)); (y; �) 2

[
kx�x0k<"

epif(x; :)

9=
;
3
5
1
A

2)La proposition1.4 (Sous sa forme non convexe) peut être utilis�ee pour d�emontrer le

cas f � 0 de la proposition1.1, en e�et soit (y0; �0) 2
\

p2 IN�

co

2
64 [
kx�x0k�

1
p

epif(x; :)

3
75 et h la

fonction d�e�nie par h(kyk) = inf
kx�x0k<r

f(x; y). En reprenant les �etapes de la d�emonstration

de la proposition1.1, au niveau des �equations (1) et (2), on a:

(y0; �0) = lim
n!+1

NnX
i=1

�in(y
i
n; �

i
n) avec (yin; �

i
n) 2

[
kx�x0k�

1
p

epif(x; :) 8p 2 IN�

Comme lim
n!+1

p(n) = +1, il existe N 2 IN� tel que 1
p(n)

< r pour tout n � N , et dans

ce cas (5) implique:

0 �
NnX
i=1

�inh(kyink) =
NnX
i=1

�in inf
kx�x0k<r

f(x; yin)

�
NnX
i=1

�inf(x
i
n; y

i
n)

�
NnX
i=1

�in�
i
n

La suite

 
NnP
i=1

�in�
i
n

!
n

�etant convergeante, il existe M1 > 0 tel que:

NnX
i=1

�inh(kyink) �M1
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On en d�eduit qu'il existe �0 2 IR tel que:

�0 = lim
n!+1

NnX
i=1

�inh(kyink)

Donc:

(y0; �0; �0) 2
\
">0

co

2
4(y; �; h(kyk)); (y; �) 2

[
kx�x0k<"

epif(x; :)

3
5

et grâce �a la proposition1.4 on a:

(y0; �0) 2 co(epif(x0; :)):

3)Dans le même ordre d'id�ee, lorsque la fonction f de la proposition 1.1 n'est pas

n�ecessairement fortement �equi-coercive, on a:

co
h
epif(x0; :) \BY� IR(0; r)

i
=
\
">0

co

2
4 [
kx�x0k<"

epif(x; :) \ B
Y� IR(0; r)

3
5

En e�et, on pose:

Ap =
[

kx�x0k<
1
p

epif(x; :) \ B
Y� IR(0; r)

Le corollaire (I.3.8) de O.Kahlaoui [18] appliqu�e �a la famille (Ap)p qui est d�ecroissante

implique
\

p2 IN

coAp = co

0
B@ \
p2 IN

�A�
p

1
CA, o�u �A�

p d�esigne l'adh�erence de Ap pour la topologie

faible �(Y; Y 0). Il suÆt de montre que:

A =
\

p2 IN

Ap � co
h
epif(x0; :) \BY� IR(0; r)

i

L'autre sens �etant �evident en prenant x = x0. Soit (y0; �0) 2
\

p2 IN

�A�
n et l une forme

lin�eaire continue sur (Y � IR), les mêmes techniques utilis�ees pr�ec�edement nous permet-

tent de construire des suites (yn;p(n); �n;p(n))n d'�el�ements de Y � IR et (xn)n dans X, telles

que:

l(y0; �0) = lim
n!+1

l(yn;p(n); �n;p(n)) kxn � x0k �
1

p(n)

et,

f(xn; yn;p(n)) � �n;p(n) kyn;p(n)k+ j�n;p(n)j � r

La suite (yn;p(n))n
�
resp.(�n;p(n))n

�
est born�ee, on peut supposer qu'elle converge faiblement

(resp. dans IR) vers un �el�ement z0 2 Y (resp.�0 2 IR). On a alors:

f(x0; z0) � limf(xn; yn;p(n)) � lim�n;p(n) = �0

11



O�u encore:

(z0; �0) 2 epif(x0; :) \BY� IR(0; r)

On a donc:

l(y0; �0) = l(z0; �0) � sup
n
l(z; �); (z; �) 2 co(epif(x0; :) \ BY� IR(0; r))

o
:

Et le r�esultat s'obtient par application du th�eor�eme de Hahn-Banach.

2 Semi-continuit�e inf�erieure des fonctionnelles

int�egrales.

Dans ce paragraphe on g�en�eralise en dimension in�nie des r�esultats donn�es par Ekeland-

Temam [16], Io��e [17] et Olech [22] concernant la s.c.i d'une fonctionnelle int�egrale.

2.1 Cadre de travail et notations.

- X un espace de Banach et on note B(X) la tribue Borelienne de X. (
;A; �) un
espace mesur�e, � est une mesure �nie, compl�ete et sans atomes. On note L0

X(
; �)

l'espace des (classes de) fonctions mesurables, L1
X(
; �) l'espace des (classes de)

fonctions Bochner int�egrables, L1X (
; �) l'espace des (classes de) fonctions born�ees.

- f : 
 � X � Y ! IR un integrande (i.e: A 
 B(X) 
 B(Y );B( IR)-mesurable)

non partout identique �a +1. Bien entendu la fonction ! ! f(!; u(!); v(!)) reste

mesurable pour tout u 2 L0
X(
; �) et tout v 2 L0

Y (
; �).

- L � L1
X(
; �) et M � L1

Y (
; �) deux espaces topologiques d�ecomposables i.e:

(8E 2 A; 8z1; z2 2 L (resp.M); on a: (z1:�E+z2:�Ec) 2 L (resp.M)), o�u �E d�esigne

la fonction qui vaut 1 si ! 2 E et 0 sinon et Ec d�esigne le compl�ementaire de E

dans 
.

- les topologies de L et M v�eri�ent les hypoth�eses fondamentales suivantes:

(H1) Si (zk(:))k est une suite d'�el�ements de L (resp.M) qui converge vers 0 et si

(Ek)k est une suite d'ensembles mesurables telle que (�(Ek))k converge vers 0,

alors: (zk:�Ek) converge aussi vers 0.

(H2) La topologie de L est plus �ne que la topologie de la convergence en mesure.

La topologie de M est plus �ne que la topologie induite sur M par la topologie

faible de L1
Y (
; �).
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- A l'int�egrande f : 
�X � Y ! IR on associe la fonctionnelle int�egrale d�e�nie par

If : L
1
X(
; �)� L1

Y (
; �)! IR telle que:

If(u; v) =

8<
:
R



f(!; u(!); v(!))d� si f(:; u(:); v(:)) 2 L1

IR(
; �)

+1 sinon

Le premier r�esultat principal de ce travail est �enonc�e dans le sous-paragraphe suivant.

2.2 Extension du th�eor�eme de Ekeland-Temam.

Dans cette partie, nous donnons une extension du th�eor�eme2.1, chap.VIII de Ekeland-

Temam [16] pour des in�egrandes d�e�nies sur des espace de dimension in�nie et �a valeurs

non n�ecessairement positives. Les techniques de [16] sont inop�erantes dans ce cas. Nous

avons d�egag�e des hypoth�eses suÆsantes, v�eri��ees trivialement dans le cas trait�e par [16],

qui nous permettent d'atteindre avec une m�ethode inspir�ee de [16] la classe d'int�egrandes

que nous consid�erons.

D�e�nition 2.1 On dit que l'integrande f v�eri�e la propri�et�e d'�equi-int�egrabilit�e (P:E:I)

sur L � M si la suite ff�(:; uk(:); vk(:)); k 2 INg est �equi-int�egrable dans L1

IR(
; �)0
@i.e lim

�(E)!0
sup
k2 IN

R
E

f�(!; uk(!); vk(!))d� = 0

1
A, o�u la suite (uk)k (resp. (vk)k) converge

dans L (resp. M), If(uk; vk) � a < +1 pour tout k 2 IN et f� = min(f; 0).

Th�eor�eme 2.2 Soient X; Y deux espaces de Banach s�eparables, Y r�e
exif, (
;A; �) et
f comme dans le sous paragraphe 2.1. On suppose en plus que pour presque tout ! dans


, f v�eri�e les propri�et�es suivantes:

i) f(!; :; :) est propre et (k:k; �)-s.c.i sur X � Y .

ii) f(!; x; :) est convexe pour tout x 2 X.

iii) f(!; :; :) est fortement �equi-coercive en tout x 2 X.

iv) f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I) sur L1
X(
; �)� L1

Y (
; �) lorsque le premier est muni

de la topologie de la conergence en mesure et le second de la topologie faible.

Alors:

If(�u; �v) � lim inf
n!+1

If (un; vn)

O�u,

- un converge en mesure vers �u dans L1
X(
; �)

- vn converge faiblement vers �v dans L1
Y (
; �)
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La preuve utilise un lemme de Fatou g�en�eralis�e [23] et la remarque suivante.

Remarque 2.3 Soit fk : 
! IR et �k � 0 pour k = n; :::; N avec n;N 2 IN. Alors:

j
 

NX
k=n

�kfk

!�
j �

NX
k=n

�kjf�k j (23)

Lemme 2.4 (Fatou g�en�eralis�e, [23]). Soit (�n)n une suite de fonctions int�egrables telle

que
n
��k (:); k 2 IN

o
est �equi-int�egrable dans L1

IR(
; �), alors:

�Z



lim inf
n!+1

�n(!)d� � lim inf
n!+1

Z



�n(!)d�

O�u
�R



repr�esente l'int�egrale sup�erieure d�e�nie pour une fonction ' non n�ecessairement

mesurable par:

�Z



'(!)d� = sup

8<
:
Z



 (!)d�;  mesurable ;  � '

9=
;

Preuve. La preuve s'inspire de celle de Ekeland-Temam( [16],p.227-228) moyennant

l'utilisation de la proposition1.1. Nous la reproduisons en mettant en �evidence le rôle de

la proposition1.1, qui a permis l'adaptation de la m�ethode de [16] �a la dimension in�nie

et �a des fonctions non n�ecessairement positives. Si lim inf
n!+1

If (un; vn) = +1 il n'y a rien �a

montrer. Sinon, en extrayant une sous suite, on se ram�ene au cas o�u:

lim inf
n!+1

If (un; vn) = lim
n!+1

If(un; vn) = c < +1

La suite (vn)n converge faiblement vers �v dans L1
Y (
; �), d'apr�es le lemme de Mazur(

[15], p:416), on peut construire une suite (wn0)n0 de combinaisons convexes qui converge

presque partout vers �v c'est �a dire:

wn0(:) =
NX

k=n0

�kvk(:) o�u �k � 0 8k = n0; :::; N et
NX

k=n0

�k = 1

D'autre part la suite (un)n converge en mesure vers �u, alors on peut supposer que un(!)

converge vers �u(!) presque partout. Soit ! 2 
 tel que:

wn0(!)
Y�! �v(!) un(!)

X�! �u(!)

Posant:

gn0(!) =
NX

k=n0

�kf(!; uk(!); vk(!))
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Pour tout n0 2 IN, on a:

(wn0(!); gn0(!)) 2 co
"

N[
k=n0

epif(!; uk(!); :)

#

Comme kun(!)� �u(!)k ! 0, alors pour " > 0 �x�e et �a partir d'un certain rang, on a:

co

"
N[

k=n0

epif(!; uk(!); :)

#
� co

2
4 [
q�n0

epif(!; uq(!); :)

3
5

� co

2
4 [
kx��u(!)k<"

epif(!; x; :)

3
5

On en d�eduit:

(wn0(!); gn0(!)) 2 co
2
4 [
kx��u(!)k<"

epif(!; x; :)

3
5

Par passage �a la limite, n0 ! +1, on a :

�
�v(!); lim inf

n0!+1
gn0(!)

�
2 co

2
4 [
kx��u(!)k<"

epif(!; x; :)

3
5

et comme " est arbitraire, on obtient:

�
�v(!); lim inf

n0!+1
gn0(!)

�
2
\
">0

co

2
4 [
kx��u(!)k<"

epif(!; x; :)

3
5

La proposition1.1 et le fait que f est convexe s.c.i impliquent:�
�v(!); lim inf

n0!+1
gn0(!)

�
2 epif(!; �u(!); :)

D'o�u:

f(!; �u(!); �v(!)) � lim inf
n0!+1

gn0(!)

En int�egrant les deux membres, on a:

Z



f(!; �u(!); �v(!))d� �
�Z




lim inf
n0!+1

gn0(!)d� (24)

La remarque 2.3 et la propri�et�e (P:E:I) impliquent que la famille
n
g�n0(:); n0 2 IN

o
est

�equi-int�egrable dans L1

IR(
; �) ce qui nous permet d'appliquer le lemme2.4 �a (gn0)n0 :

�Z



lim inf
n0!+1

gn0(!)d� � lim inf
n0!+1

Z



gn0(!)d�

� lim inf
n0!+1

NX
k=n0

�k

Z



f(!; uk(!); vk)d�
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et (24) devient:

If(�u; �v) � lim inf
n0!+1

NX
k=n0

�kIf(uk; vk) (25)

Or, le deuxi�eme memebre de (25) est �egal �a c, en e�et lim
n!+1

If(un; vn) = c, il existe un

entier n0 tel que:

c� " � If(uk; vk) � c+ " 8k � n0

Soit:

c� " �
NX

k=n0

�kIf (uk; vk) � c+ " 8k � n0

Finalement, on a:

If(�u; �v) � lim inf
n0!+1

NX
k=n0

�kIf(; uk(uk; vk) = c:

Remarque 2.5 Le th�eor�eme2.2 est en d�efaut sans la propri�et�e (P:E:I), comme le montre

l'exemple suivant.

f0 : [0; 1]� IR� IR! IR d�e�nie par: f0(!; x; y) = y2 � x2

f0 v�eri�e les hypoth�eses i), ii)et iii) du th�eor�eme, mais iv) est en d�efaut, en e�et soit:

uk(!) =

(
k
p
2 w 2 [0; 1

k2
]

0 w 2] 1
k2
; 1]

vk(!) =

(
k w 2 [0; 1

k2
]

0 w 2] 1
k2
; 1]

Les suites (un)n et (vn)n convergent dans L
1
[0;1](
; �) vers 0, mais

n
f�0 (uk; vk); k 2 IN�

o
n'est pas �equi-int�egrable puisque:Z

Tk

jf�0 (uk; vk)jd� = 1 avec Tk =]0;
1

k2
] et � est la mesure de Lebesgue

La conclusion du th�eor�eme est en d�efaut puisque:

If0(0; 0) = 0 et If0(uk; vk) = �1 8k 2 IN�

2.3 Extension du th�eor�eme de Io��e en dimension in�nie.

On donne une extension en dimension in�nie d'un r�esultat dû �a Io��e [17], le d�ebut de notre

d�emonstration est analogue a celle de Io��e jusqu'au moment o�u il utilise le th�eor�eme de

carath�eodory (valable uniquement en dimension �nie!). Pour contourner ce point crucial

notre id�ee est d'utiliser la proposition1.4. On rappelle auparavant une caract�erisation de

l'uniforme int�egrabilit�e par la compacit�e faible et par une propri�et�e de La Vall�ee Poussin.

2.3.1. Une famille F � L1
X(
; �) est uniform�ement int�egrable, si F est born�ee et si:

lim
�(E)!0

sup
f2F

Z
E

kf(!)kd� = 0
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2.3.2. Si F un sous ensemble de L1

IR(
; �), les assertions suivantes sont �equivalentes

([14]; 4:2:1; [16]; 8:2:1 et[19]; 2:22)):

a) F est uniformement int�egrable.

b) F est relativement faiblement compact.

c) Il existe une fonction h : IR+ ! IR+ croissante convexe s.c.i et fortement

coercive telle que: Z



h(f(!))d� � 1 8f 2 F :

On peut �a pr�esent �enoncer le deuxi�eme r�esultat principal de ce travail.

Th�eor�eme 2.6 Soient X; Y deux espaces de Banach s�eparables, Y r�e
exif, L � L1
X(
; �)

et M � L1
Y (
; �) deux espaces topologiques d�ecomposables (i.e: u1:�A + u2:�
nA 2 M

(resp. L) pour tout u1, u2 dans M (resp. L) et �A la fonction indicatrice de A) et

v�eri�ant les hypoth�eses (H1) et (H2), si en plus on suppose que, pour presque tout ! 2 
,

on a:

i) f(!; :; :) est (k:k; �)-s.c.i sur X � Y .

ii) f(!; x; :) est convexe pour tout x 2 X.

Alors:

a) Une condition n�ecessaire pour que If soit s.c.i sur L�M et �a valeurs dans ]�1;+1]

est que f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I).

b) S'il existe (�u; �v) 2 L�M tel que If(�u; �v) < +1, alors cette condition est suÆsante.

Preuve. La d�emonstration de la condition n�ecessaire est identique en tout point �a celle

de Io��e. Nous l'omettons et renvoyons le lecteur �a ( [17], p:529.530).

Montrons que la condition est suÆsante. Supposons qu'il existe �u 2 L et �v 2M tels que

If(�u; �v) < +1 et supposons que f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I) sur L �M . Soit u 2 L,

v 2M et E = f! 2 
; f(!; u(!); v(!)) � 0g, d'apr�es la propri�et�e de d�ecomposabilit�e de

L et M on a:

û = u:�E + �u:�Ec 2 L et v̂ = v:�E + �v:�Ec 2 M

et,

If(û; v̂) =
Z
E

f(!; u(!); v(!))d�+
Z
Ec

f(!; �u(!); �v(!))d�

�
Z
Ec

f(!; �u(!); �v(!))

� If (�u; �v)
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La propri�et�e (P:E:I) implique que
R



f�(!; u(!); v(!))d� > �1 et donc If(L � M) 2
]�1;+1]:

Soit (uk; vk)k une suite d'�el�ements de L�M qui converge vers (u; v) et telle que, pour tout

entier k, on a
R



f(!; uk(!); vk(!))d� � a < +1. Il suÆt de montrer que If(u; v) � a.

On distinguera deux cas:

1er cas: f � 0.

Utilisant l'hypoth�ese (H2) et la caract�erisation 2.3.2 on peut trouver une fonction positive

croissante ho : IR+ ! IR+ telle que:

lim
�!+1

h0(�)

�
= +1 et

Z



h0(kvk(!)k)d� � 1 8k = 1; 2; :::

Soit h : IR+ ! IR+ une autre fonction croissante
�
par exemple h(�) =

q
�h0(�)

�
telle

que:

lim
�!+1

h(�)

�
= lim

�!+1

h0(�)

h(�)
= +1 (26)

Posons:

h1(�) = inf fh0(�); h(�) = �g et �k(!) = h(kvk(!)k) (27)

h1 est positive croissante et v�eri�e encore:

lim
�!+1

h1(�)

�
= +1 (28)

De plus pour tout k = 1; 2; ::: Z



h1(�k(!))d� =
Z



h1(h(kvk(!)k))d�

�
Z



h0(kvk(!)k)d�

� 1 (29)

Par cons�equent, et cela en vertu de 3.2.2, la suitef�k(:); k 2 INg est faiblement rela-

tivement compacte dans L1

IR(
; �), et d'apr�es le lemme de Mazur( [15], p:416), il existe

une suite de combinaison convexes de (vk; �k) qui converge fortement dans L1
Y (
; �) �

L1

IR(
; �). Autrement dit, pour tout entier j il existe Nj 2 IN, une suite (�ij)1�i�Nj
2

S(Nj), une suite (kj)j d'indices v�eri�ant kj � kj +Nj � kj+1 tels que:

yj(!) =

NjX
i=1

�ijvkj+i(!)
j!1�! v 2 L1

Y (
; �) (30)

�j(!) =

NjX
i=1

�ij�kj+i(!)
j!1�! � 2 L1

IR(
; �) (31)
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Quitte �a extraire une sous suite, on peut supposer que (yj; �j)j converge presque partout

sur 
, posons:

�j(!) =

NjX
i=1

�ijf(!; ukj+i(!); vkj+i(!)) (32)

Comme f est positive, on a:

�j(!) � 0 �:p:p et
Z



�j(!) � a k = 1; 2; ::: (33)

Montrons que:

f(!; u(!); v(!))� lim inf
j!+1

�j(!) (34)

Ce qui impliquerait en utilisant le lemme de Fatou g�en�eralis�e2.4, applicable grace �a (33),

la s.c.i de If . En e�et l'hypoth�ese (H2) implique que (uk)k converge en mesure vers u, et

par cons�equent elle converge presque partout dans 
. Fixons ! 2 
 tel que:

lim
k!+1

uk(!) = u(!); lim
j!+1

yj(!) = v(!); lim
j!+1

�j(!) = �(!):

D'apr�es (27), (30), (31) et (32), on a:

(yj(!); �j(!); �j(!)) =

NjX
i=1

�ij
�
vkj+i(!); f

�
!; ukj+i(!); vkj+i(!)

�
; �kj+i(!)

�

2 co

8<
:(z; �; h(kzk)); (z; �) 2

Nj[
i=1

epif(!; ukj+i(!); :)

9=
;

Comme lim
n!+1

kun(!)� u(!)k = 0, pour tout " > 0 et �a partir d'un certain rang j0, on a:

Nj[
i=1

epif(!; ukj+i(!); :) �
[
q>kj

epif(!; uq(!); :)

�
[

kx�u(!)k<"

epif(!; x; :)

D'o�u:

(yj(!); �j(!); �j(!)) 2 co
8<
:(z; �; h(kzk)); (z; �) 2

[
kx�u(!)k<"

epif(!; x; :)

9=
;

" > 0 �etant quelconque et par passage �a la limite lorsque j ! +1, on a:

�
v(!); lim inf

j!+1
�j(!); �(!)

�
2
\
">0

co

8<
:(z; �; h(kzk)); (z; �) 2

[
kx�u(!)k<"

epif(!; x; :)

9=
;

par cons�equent:

�
v(!); lim inf

j!+1
�j(!)

�
2 Pr

Y� IR
\
">0

co

8<
:(z; �; h(kzk)); (z; �) 2

[
kx�u(!)k<"

epif(!; x; :)

9=
;
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Finalement, la proposition 1.4 appliqu�ee �a la fonction f(!; :; :) donne:

(v(!); lim inf
j!+1

�j(!)) 2 epif(!; u(!); :)

O�u encore:

f(!; u(!); v(!))� lim inf
j!+1

�j(!)

Qui est la relation (34) et ach�eve la d�emonstration du cas f positive.

2�eme cas: f quelconque.

Le cas f quelconque se ram�ene au cas f born�ee inf�erieurement et par translation au cas

f � 0, en posant fN (!; x; y) = max(f(!; x; y);�N): La d�emonsration donn�e dans [17]

reste valable en dimension in�nie, nous ne la reproduisons pas ici.

Dans la suite, nous consid�erons le cas particulier L = L1
X(
; �) muni de la topologie

de la norme et M = L1
Y (
; �) muni de la topologie faible. La proposition suivante car-

act�erise la propri�et�e (P:E:I) sur L1
X(
; �)�L1

Y (
; �). Nous d�emontrons ainsi l'�equivalence

entre les conditions donn�ees respectivement par Io��e [17] et Olech [22]

Proposition 2.7 Soit X et Y deux espaces de Banach s�eparables, consid�erons les asser-

tions suivantes:

i) il existe M 2 IR+ et � 2 L1

IR(
; �) tels que:

f(!; x; y) � �(!)�M(kxk + kyk); 8 (!; x; y) 2 
�X � Y:

ii) f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I).

alors, on a:

1) i)=) ii)

2) S'il existe (�u; �v) 2 L1
X(
; �) � L1

Y (
; �) tel que
R



f(!; �u(!); �v(!))d� < +1, alors

les deux assertions sont �equivalentes.

Preuve. Supposons i) et soit (un)n (resp. (vn)n) une suite convergeante d'�el�ements de

L1
X(
; �)(resp. L

1
Y (
; �)) tels que If(uk; vk) � a < +1 pour tout entier k. Les suites

(un)n et (vn)n sont �equi-int�egrables et pour E 2 A posons:

Ek = f! 2 E; f(!; uk(!); vk(!)) � 0g

On a: Z
E

jf�(!; uk(!); vk(!))jd� = �
Z
Ek

f(!; uk(!); vk(!))d�

� M(
Z
E

kuk(!)kd�+
Z
E

kvk(!)kd�) +
Z
E

j�(!)jd�
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On en conclut que f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I) sur L1
X(
; �)� L1

Y (
; �).

Pour l'implication inverse on s'insp�ere d'un argument utilis�e par Olech [22]. La pro-

pri�et�e (P:E:I) implique �evidement que l'ensemble ff�(:; uk(:); vk(:)); k 2 INg est �equi-

int�egrable lorsque les espaces X et Y sont muni de leurs topologies de la norme.

On pose Z = X � Y et on consid�ere l'espace L1
Z(
; �) = L1

X(
; �)� L1
Y (
; �).

Par hypoth�ese il existe �z = (�u; �v) 2 L1
Z(
; �) tel que

R



f(!; �z(!))d� 2 IR, il suÆt de

montrer qu'il existe un entier k0 tel que la fonction �k(!) = inf
z2Z

(f(!; z) + kkzk) soit

int�egrable.

Supposons au contraire que
R



�k(!)d� = �1 pour tout k 2 IN�. Alors pour tout entier

k il existe Ak 2 A; �(Ak) � 1
k
et une fonction int�egrable 'k(:) d�e�nie sur Ak telle que:

8! 2 Ak; �k(!) + 1 � 'k(!) � 0 et
Z
Ak

'k(!)d� � �1 (35)

En e�et, on a: Z
f�k<�1g

(�k(!) + 1)d� =
Z



(�k(!) + 1)d� = �1 (36)

Comme � est suppos�ee sans atomes et �(
) <1, il existe une partition �nie (Ap)1�p�m

de f! 2 
; �k(!) < �1g telle que pour tout entier 1 � p � m, on a �(Ap) � 1
p
. De plus

(36) implique qu'il existe un entier k0 2 f1; 2; :::; mg tel que
R

Ak0

(�k0(!) + 1) = �1

D'autre part, d'apr�es le th�eor�eme de convergence monotone, on a:

�1 =

Z
Ak0

(�k0(!) + 1)d� = lim
n!1

Z
Ak0

(max(�k0(!) + 1;�n))d�

d'o�u: Z
Ak0

(max(�k0(!) + 1;�n))d� � �1

�a partir d'un certain rang nk. Posons alors 'k(:) = max(�k(:) + 1;�nk).
Soit �a pr�esent la multiapplication �k d�e�nie sur Ak par:

�k(!) = fz 2 Z; f(!; z) + kkzk � 'k(!)g

�k est �a valeurs �nie et A 
 B(X)-mesurable, alors d'apr�es le th�eor�eme de s�election

mesurable de Aumman [11], il existe zk : Ak ! Z telle que:

f(!; zk(!)) + kkzkk � 'k(!) � p p sur Ak (37)

En outre, puisque � est suppos�ee sans atomes, il existe �Ak � Ak tel que
R
�Ak

kzk(!)kd� � 1
k

En posant ẑk = zk:� �Ak
+ �zk:�Ac

k
pour tout k 2 IN, on a:

kẑk � �zk1 =
Z
�Ak

kzk(!)� �z(!)kd�
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�
Z
�Ak

kzk(!)kd�+
Z
�Ak

k�z(!)kd�

� 1

k
+
Z
�Ak

k�z(!)kd�

Comme �( �Ak) � 1
k
, la derni�ere in�egalit�e montre que ẑk

L1
X
(
;�)�! �z

D'autre part, se r�ef�erant �a (35)et (37), on a:Z
�Ak

f(!; zk(!))d� �
Z
�Ak

('k(!)� kkzk(!)k)d�

�
Z
Ak

'k(!)d��
Z
�Ak

kkzk(!)kd�

� �1�
Z
�Ak

kkzk(!)kd�

� �1

D'o�u:

If(ẑk) =
Z
�Ak

f(!; zk(!))d�+
Z
A c

k

f(!; �z(!))d�

� If(zk) +
Z



jf(!; �z(!))jd�

< +1

et: Z
�Ak

jf�(!; zk(!))jd� = �
Z
�Ak

f(!; zk(!))d� � 1

Ce qui contredit le fait que f v�eri�e la propri�et�e (P:E:I) sur L1
Z(
; �).

Comme cons�equence de la proposition2.7 et du th�eor�eme2.6, on obtient une extension

en dimension in�nie du th�eor�eme (1)de Olech [22]. E.J.Balder d�emontre dans [3] le même

r�esultat par des m�ethodes di�erents.

Th�eor�eme 2.8 Soit X et Y deux espaces de Banach s�eparables, Y r�e
exif. Supposons

qu'il existe (u0; v0) 2 L1
X(
; �) � L1

Y (
; �) tel que
R



f(!; u0(!); v0(!))d� < 1, alors les

assertions suivantes sont �equivalentes:

i) Il existe un r�eel positif M et une fonction int�egrable �(:) tels que:

f(!; x; y) � �(!)�M(kxk + kyk); 8(!; x; y) 2 
�X � Y:

ii) If est s.c.i sur L1
X(
; �)� L1

Y (
; �) et est �a valeurs dans ]�1;+1].
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